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چکیده
طرح هاي می پردازیم. کلاین-گوردون غیر خطی کلی معادلات عددي حل به پایان نامه این در

سازگاري و پایداري سپس و کرده معرفی را ششم و چهارم مرتبه ضمنی و صریح متناهی تفاضلات

می دهیم. قرار بررسی مورد را روش ها

می کنند فراهم را گره ها تعداد کاهش امکان پایان نامه این در شده ارائه بالاتر مرتبه روش هاي

سازگاري و پایداري باشند. جالب بسیار نیز بعدي چند KGEهاي حل هنگام است ممکن که

قرار مطالعه مورد شده استفاده توابع روي معینی همواري اعمال هنگام را پیشنهادي طرح هاي

نیز را غیرمحلی انتگرال مرزي شرایط از بعضی و معمولی دیریکله شرایط این بر علاوه می دهیم.

شده معرفی شرایط همه اعمال با عددي مثال هاي ارائه به پایان در و می کنیم. اعمال مرزها روي

می پردازیم.

غیرمحلی، مرزي شرایط پایداري، سازگاري، کلاین-گوردون، معادله هاي کلیدي: واژه هاي

متناهی. تفاضل روش هاي
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مقدمه

از عهده قسمت یک همچنان انتگرال، شرایط با جزئی مشتقات با معادلات عددي حل

اختصاص خود به اخیر سال 20 در را تکنولوژي و نوین فیزیک در وسیع کاربردهاي با تحقیقات

.[16] است داده

محلی غیر شرایط با غیرکلاسیک هذلولوي مرزي مقدار مسائل با فیزیکی پدیده هاي از بسیاري

را محلی غیر مرزي شرط یک مرزي، داده هاي کلاسیک معلومات بجاي که شده اند مدل سازي

مستقیم طور به نمی توان را مرزي داده هاي که هنگامی محلی غیر شرط این می کنیم. تحمیل

.[9] می آیند وجود به کرد، اندازه گیري

بوده گرما انتقال خصوصاٌ دوم مرتبه جزئی مشتقات با معادلات روي مقالات بیشتر اگرچه

PDEها یا جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات خانواده از عضو یک اینجا در ما ولی است

از خانواده یک KGEها داده ایم. قرار مطاله مورد را (KGE) کلاین-گوردون١ معادله نام به

می آیند. وجود به میدان نظریه و کوانتوم نسبیتی مکانیک مسائل حل هنگام که هستند PDEها

می کنند سازي مدل را ... ، پزشکی و زیست محیط مهندسی پدیده هاي از بسیاري مسائل این

.[10]

کوانتومی ذرات توجیه براي گه است شرودینگر معادله نسبیتی حالت کلاین-گوردون، معادله
1. ٍEquation Gordon Klein

١



والتر و ١ کلاین اسکار نام هاي به فیزیکدان دو افتخار به معادله این می رود. کار به صفر چرخش با

.[15] شده اند نامگذاري ٢ گوردون

معادله ي حل براي متناهی تفاضلات پایه بر بالا مرتبه هاي عددي روش هایی پایان نامه، این در

اولیه ي شرایط همراه به را کلاین-گوردون غیرخطی و یک بعدي موج معادله ي اصطلاحاً یا هذلولوي

می گیریم: نظر در زیر صورت به غیرمحلی

∂۲u

∂t۲
=
∂۲u

∂x۲ + q (x, t, u) , (x, t) ∈ [۰, L]× [۰, T ]. (١)

کلیت دادن دست از بدون .T ∈ R+ و است مشتق پذیر کافی اندازه به تابعی q (x, t, u) که

.T = ۱ و L = ۱ که می کنیم فرض مسأله

به صورت: دیریکله اولیه شرایط

u (x, ۰) = f (x) , ۰ ≤ x ≤ L, (٢)

ut (x, ۰) = f̄ (x) , ۰ ≤ x ≤ L, (٣)

می باشد: زیر به صورت نیز غیرمحلی انتگرال مرزي شرایط و

u (۰, t) =
∫ L

۰
ϕ (x, t)u (x, t) dx+ g۱ (t) , ۰ ≤ t ≤ T, (۴)

u (۱, t) =
∫ L

۰
ψ (x, t)u (x, t) dx+ g۲ (t) , ۰ ≤ t ≤ T. (۵)

1. Klein Oscar
2. Gordon Walter

٢



می گیریم. نظر در معلوم توابعی را ϕ و ψ ،g۲ ،g۱ ،f̄ ،f توابع

.

براي ضمنی و صریح صورت به شش و چهار مرتبه متناهی تفاضل روش هاي پایان نامه، این در

با را روش سازگاري و پایداري همچنین می شوند. ارائه شده، داده شرایط با (1 . 3) معادله ي

می کنیم. بررسی مثال 2 براي خطا نرم-2 محاسبه

٣



اول فصل

پیش نیازها و مقدمه

فصل هاي در استفاده مورد گزاره هاي و مقدماتی مفاهیم و تعاریف از برخی فصل، این در

معرفی نیاز مورد و مهم نامساوي هاي و تعاریف سپس و تابعی فضاهاي ابتدا می شود. آورده بعد

است. [2 ،1] مراجع از برگرفته بخش این مطالب می شوند.

برداری فضای ١ . ١

از: است متشͺل خطͬ) (فضای برداری فضای ͷی .( برداری (فضای ١ . ١ . ١ تعریف

اسͺالرها از F میدان .١

بردارها از V مجموعه .٢

از x+ y بردار V از y و x بردارهای از جفت هر به که برداری جمع عمل ͷی .٣

که: شرایط این با ͬ سازد م وابسته ͬ شود، م نامیده y و x مجموع که را V

.x+ y = y + x دارد: جابه جایی خاصیت جمع الف.

.(x+ y) + z = x+ (y + z) دارد: شرکت پذیری خاصیت جمع ب.

:V در x هر ازای به که دارد وجود V در صفر بردار نام با ۰ یͺتای بردار ج.



.x+ ۰ = x

.x+(−x) = ۰ که دارد وجود V در −x یͺتای بردار ،V در x بردار هر ازای به د.

در cx بردار V از x بردار هر و F از c اسͺالر هر به که اسͺالر ضرب عمل ͷی .۴

که: ͬ سازد م وابسته را شود مͬ نامیده x و c حاصل ضرب که V

۱x = x :V در x هر ازای به الف.

(c۱c۲)x = c۱ (c۲x) ب.

c (x+ y) = cx+ cy ج.

(c۱ + c۲)x = c۱x+ c۲x د.

همه مجموعه V و دلخواه میدانͬ F کنیم فرض .Fn n تایی فضای .١ . ١ . ١ مثال

β = فرض با باشد. F در xi اسͺالرهای از α = (x۱, x۲, . . . , xn) nتایی های

با β و α مجموع ،F در yi و (y۱, y۲, . . . , yn)

α+ β = (x۱ + y۱, x۲ + y۲, . . . , xn + yn) (١ . ١)

با α بردار و c اسͺالر ضرب و

cα = (cx۱, cx۲, . . . , cxn) (١ . ٢)

شرایط در اخیر اسͺالری ضرب و برداری جمع که حͺم این بررسͬ ͬ شود. م تعریف

آسان F عناصر ضرب و جمع مشابه خواص از استفاده با ͬ کنند م صدق (۴) و (٣)

است.

n و m و دلخواه میدان F گیریم .Fm×n ،m × n ماتریسهای فضای .١ . ١ . ٢ مثال

۵



بر m× n ماتریسهای همه مجموعه Fm×n کنیم فرض باشند. مثبت و صحیح اعدادی

با Fm×n از B و A بردار دو مجموع باشد. F میدان روی

(A+B)ij = Aij +Bij (١ . ٣)

با A ماتریس و c اسͺالر ضرب حاصل و

(cA)ij = cAij (۴ . ١)

.F۱×n = Fn کنید توجه ͬ شود. م تعریف

نرم دار فضای ١ . ١ . ١

مختلط یا حقیقͬ اعداد از F میدان روی برداری فضای X کنید فرض .١ . ١ . ٢ تعریف

X در y و x هر برای هرگاه است، X روی نرم ͷی ∥.∥ : X 7→ R+ ∪ {۰} تابع باشد.

[٢] باشیم داشته F در α و

∥x∥ = ۰ ⇔ x = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ الف.

∥αx∥ = |α| ∥x∥ ب.

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥. ج.

روی نرم نیم ͷی کند، صدق ج و ب الف، شرایط در که X روی مقدار حقیقͬ تابع

ͬ شود. م نامیده X

C مختلط یا R حقیقͬ اعداد میدان ،F میدان کاربردی ریاضیات در معمولا˟ توجه:

ͬ شود. م گرفته نظر در

نامیده نرم دار خطͬ فضای آن، روی نرم ͷی با همراه X برداری فضای .١ . ١ . ٣ تعریف

۶



ͬ شود. م

هرگاه ͬ شود م نامیده باناخ١ فضای X نرم دار حقیقͬ برداری فضای .۴ . ١ . ١ تعریف

باشد. همͽرا x مانند X از عضوی به ،X در (xn) کوشͬ دنباله هر یعنͬ باشد، کامل

نامیده  هم ارز X حقیقͬ برداری فضای ͷی روی ∥.∥b و ∥.∥a نرم دو .۵ . ١ . ١ تعریف

باشد داشته وجود ۰ < c۱ ≤ c۲ که c۱, c۲ ∈ R مثبت ثابت های اگر وتنها اگر ͬ شود، م

باشیم: داشته x ∈ X هر برای به طوری که

c۱ ∥ x∥a ≤∥ x∥b ≤ c۲ ∥ x∥a.

نرم دو هر صورت این در باشد، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V اگر .١ . ١ . ١ لم

ͬ باشند. م معادل ͬ شوند، م تعریف V روی که دلخواه

داخلͬ حاصل ضرب فضای ١ . ١ . ٢

(., .) : X ×X 7→ R تابع باشد. حقیقͬ برداری فضای X کنید فرض .۶ . ١ . ١ تعریف

هرگاه: است، X روی داخلͬ حاصل ضرب ͷی

.(x,y) = (y,x) , ∀x,y ∈ X الف.

باشد. خطͬ ∀x ∈ X 7→ (x,y) نگاشت y ∈ X هر برای ب.

.(x,x) = ۰ ⇔ x = ۰ و (x,x) ≥ ۰ ،x ∈ X هر برای ج.

حاصل ضرب فضای ͷی را بالا داخلͬ حاصل ضرب با همراه X برداری فضای

ͬ نامند. م داخلͬ
1. Banach space

٧



به ۴ مرتبه صریح روش خطای نرم‐٢ نمودار ۴ . ۴ شͺل و (٣ . ١) رابطه برای ۴ مرتبه

روش های خطای نرم‐٢ نمایش جدول ،٢ . ۴ جدول همچنین و مختلف، Nهای ازای

ͬ باشد. م ضمنͬ و صریح

پیشنهادات و نتیجه گیری ١ . ۴

را ششم و چهارم مرتبه ضمنͬ و صریح متناهͬ تفاضلات طرح های پایان نامه این در

وسازگاری پایداری کرده ایم. تحلیل و معرفͬ غیر خطͬ کلاین‐گوردون معادلات برای

شرایط با کلاین‐گوردون غیر خطͬ معادلات برای عددی و تئوری صورت به طرح ها این

طور به را عددی مثال دو منظور این برای ما گرفت. قرار بررسͬ مورد غیر محلͬ مرزی

را طرح ها این متفاوت پایداری و همͽرایی مرتبه وضوح به که کردیم تحلیل کامل

طیف برای ͬ توان م را متناهͬ تفاضلات طرح که شد داده نشان کرد. درک ͬ توان م

با همراه همچنان و معمولͬ، دیریͺله اولیه شرایط با مختلف، nlKGEهای از وسیعͬ

گرفت. نظر در غیر محلͬ مرزی شرایط از برخͬ
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Abstract

In this thesis, we have developed and analyzed fourth-and sixth-

order stable and implicit finite difference schemes for general nonlin-

ear Klein-Gordon equations. Stability and consistency of these schemes

were studied theoretically and numerically for the case of nonlocal bound-

ary conditions together with nonlinear Klein-Gordon equations. We

have included for this purpose two numerical examples in which we

clearly appreciate the different convergence rate and stability of these

schemes. It was shown that they can be considered for a wide range of

different nlKGE, including with typical Dirichlet, but also some nonlo-

cal integral boundary conditions.

Keywords: Klein-Gordon equations, consistency, stability, nonlo-

cal boundary conditions, finite difference methods.
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