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می شود. آورده گرفته، قرار بررسی مورد آن ها در عددي پایداري شرایط از حاصل نتایج

غیرمحلی، اولیه ي شرط متناهی، تفاضل فشرده روش هاي عددي، پایداري کلیدي: واژه هاي

همگرایی. گرما، معادله ي مرزي، شرط



مطالب فهرست

۱ مقدمه

۵ پیش نیازها و اولیه تعاریف ۱

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئͬ مشتق های با معادلات ۱ .۱

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی شرایط انواع ۲ .۱

۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای و نرم ۳ .۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . قطری غالب اکیداً ماتریس های ۴ .۱

نیوتن- انتگرال گیري روش هاي و متناهی تفاضل روش هاي با مختصر آشنائی ۲

۱۱ کاتس
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۲

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . (FTCS) صریح ͷکلاسی روش ۲ .۲

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . (BTCS) ضمنͬ ͷکلاسی روش ۳ .۲

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرانک‐نیͺلسون روش ۴ .۲

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن پارامتر روش ۵ .۲

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندال روش ۱ .۵ .۲

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سایولͬ روش های ۶ .۲

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع سایولͬ روش ۱ .۶ .۲

آ



۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع سایولͬ روش ۲ .۶ .۲

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باراکت روش ۳ .۶ .۲

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن‐کاتس عددی انتگرال گیری ۷ .۲

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته نیوتن‐کاتس ۱ .۷ .۲

۳۴ فشرده متناهͬ تفاضل روش های ۳

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳

(۱)‐(۳) معادلات حل برای فشرده پسرو اویلر روش اول‐ روش ۲ .۳

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرمحلͬ مرزی شرایط با

گرمای معادلات حل برای فشرده کرانک‐نیͺلسون روش دوم: روش ۳ .۳

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۱)‐(۳)

۴۲ . . . . . . . . . فشرده پسرو اویلر روش همͽرایی روش ۳. ۴ بررسͬ

۵۱ عددی نتایج ۴

۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۱ .۴

کرانک‐ و پسرو اویلر روش های به مثال دو برای خطا نمودارهای  ۲ .۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده نیͺلسون

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتیجه گیری ۳ .۴

۵۸ منابع

۶۱ انگلیسی به فارسی واژه نامه

۶۵ فارسی به انگلیسی واژه نامه

ب



جداول فهرست

.ͷکوچ ازایnهای به بسته نیوتن‐کاتس عددی انتگرال گیری خطای و وزن ها جدول ۱ .۲

۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

و δ = ۰٫۰۱۴۴ با فشرده اویلر روش برای (۱ .۱ .۴) مثال همͽرایی مرتبه ی و خطا ۱ .۴

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T = ۱

با فشرده کرانک‐نیͺلسون روش برای (۱ .۱ .۴) مثال همͽرایی مرتبه ی و خطا ۲ .۴

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T = ۱ و δ = ۰٫۰۱۴۴

۵۳ . T = ۱ و δ = ۱٫۰ با اویلر روش برای (۱ .۱ .۴) مثال همͽرایی مرتبه ی و خطا ۳ .۴

δ = ۱٫۰ با کرانک‐نیͺلسون روش برای (۱ .۱ .۴) مثال همͽرایی مرتبه ی و خطا ۴ .۴

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T = ۱ و

۵۴ . . . . . (۲ .۱ .۴) مثال برای فشرده پسرو اویلر روش همͽرایی مرتبه ی و خطا ۵ .۴

۵۴ . . (۲ .۱ .۴) مثال برای فشرده کرانک‐نیͺلسون روش همͽرایی مرتبه ی و خطا ۶ .۴

پ



تصاویر فهرست

گرمای معادله ی برای صریح ͷکلاسی روش محاسبه ی نحوه ی و شبͺه ۱ .۲

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͷ بعدی

گرمای معادله ی برای ضمنͬ ͷکلاسی روش محاسبه ی نحوه ی و شبͺه ۲ .۲

۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی ͷی

معادله ی برای کرانک‐نیͺلسون روش محاسبه ی نحوه ی و شبͺه ۳ .۲

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی  ͷی گرمای

معادله ی گرمای برای اول نوع سایولͬ روش محاسبه ی نحوه ی و شبͺه ۴ .۲

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی  ͷی

گرمای معادله  ی برای دوم نوع سایولͬ روش محاسبه ی نحوه ی و شبͺه ۵ .۲

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی ͷی

و δ = ۰٫۰۱۴۴ با فشرده پسرو اویلر روش برای (۱ .۱ .۴) مثال ej,n خطاهای ۱ .۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T = ۱

δ = ۰٫۰۱۴۴ با فشرده کرانک‐نیͺلسون روش برای (۱ .۱ .۴) مثال ej,n خطاهای ۲ .۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T = ۱ و

۵۶ T = ۱ و δ = ۱٫۰ با فشرده پسرو اویلر روش برای (۱ .۱ .۴) مثال ej,n خطاهای ۳ .۴

ت



و δ = ۱٫۰ با فشرده کرانک‐نیͺلسون روش برای (۱ .۱ .۴) مثال ej,n خطاهای ۴ .۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T = ۱

۵۶ . . . . . . . . . (۲ .۱ .۴) مثال برای فشرده پسرو اویلر روش ej,n خطاهای ۵ .۴

۵۷ . . . . . . (۲ .۱ .۴) مثال برای فشرده کرانک‐نیͺلسون روش ej,n خطاهای ۶ .۴

ث



مقدمه

مدل سازي در مهمی ابزار عنوان به (PDE) جزئی۱ مشتق هاي با دیفرانسیل معادلات

زمین شناسی، اکتشافات هوا، و آب وضعیت پیش بینی مانند فیزیکی و مهندسی مسائل از بسیاري

می باشند، غیرخطی دیفرانسیل معادلات این اغلب می شوند. استفاده ... و زیستی کاربردهاي

براي تنها موارد اغلب در و نیست امکان پذیر سادگی به آن ها براي تحلیلی جواب کردن پیدا لذا

کرد. ارائه معادلات این براي تحلیلی جواب می توان اولیه و مرزي شرایط از خاصی حالت هاي

روش هاي متداول ترین از یکی و خانواده اولین عنوان به (FDM) متناهی۲ تفاضل روش هاي

جواب روش ها این می باشد. مطرح جزئی مشتق هاي با دیفرانسیل معادلات حل براي عددي

دقت بردن بالا براي می زنند. تقریب شبکه بندي یک روي بر واقع نقاط روي را دیفرانسیل معادله

پیشنهاد (CFDM) فشرده۳ متناهی تفاضل روش هاي اخیراً متناهی تفاضل روش هاي کارآیی و

است[۱۶]. گردیده

هستند کلاسیک متناهی تفاضل روش هاي به مشابه طرحی داراي فشرده متناهی تفاضل روش هاي

می دهند. به دست کمتر نقاط از استفاده با را بالاتري دقت مرتبه ي که تفاوت این با

متناهی تفاضل روش هاي به نسبت فشرده متناهی تفاضل روش هاي اصلی مزیت هاي کلی به طور
1. Partial Differential Equations
2. Finite Difference Methods
3. Compact Finite Difference Methods

۱



از: عبارتند کلاسیک

به نسبت پایین تر محاسباتی هزینه با بالا بسیار دقت فشرده، متناهی تفاضل روش هاي •

دارند. کلاسیک متناهی تفاضل روش هاي

محدودتري محاسباتی شبکه به جزئی مشتق هاي تقریب براي فشرده متناهی تفاضل روش هاي •

دارند. نیاز

دارند. نیاز کمتري ریاضی عملیات به فشرده متناهی تفاضل روش هاي •

نقاط به نیاز بدون و آسانی به می توان را مرزي شرایط فشرده متناهی تفاضل روش هاي در •

نمود. اعمال اضافی

از استفاده اخیر سال هاي در فوق مزیت هاي همچنین و فشردگی بالا، بسیار دقت کارآیی، علت به

سیالات، دینامیک جمله از مهندسی مسائل از گوناگونی انواع در فشرده متناهی تفاضل روش هاي

.[۱۸] است یافته افزایش ... و الکترومغناطیس شناسی، صوت

جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه حل براي بالا مرتبه فشرده ي روش هاي به زیادي توجه همچنین

شد، معرفی ۱۹۷۴ سال در [۲۲] کریس توسط ابتدا فشرده روش هاي اصلی ایده ي است. شده

هیرش شد.  همچنین معروف [۱۳] للِِ توسط و شده پیاده سازي و تکمیل [۱۰] هیرش توسط

دوم و اول مشتق هاي آن ها در که را بالاتر مرتبه فشرده طرح هاي از نوعی عددي، آزمایشات با

.[۱۰] کرد بررسی را می باشند نامشخص

مرزي مقدار روش یک و مکانی چهار مرتبه فشرده متناهی تفاضل روش یک [۷] محبی و دهقان

بردند. به کار انتشار-پخش بعدي دو معادله حل براي را زمانی چهار مرتبه از

شرایط همراه به را بعدي یک گرماي معادله ي اصطلاحاً یا سهموي معادله ي پایان نامه، این در

۲



می گیریم. نظر در زیر به صورت غیرمحلی اولیه ي

∂u

∂t
− ∂۲u

∂x۲ = f(x, t), ۰ < x < ۱, ۰ < t ≤ T. (۱)

زیر غیرمحلی اولیه ي شرط و مرزي شرایط با

u(x, ۰) = U۰(x), ۰ ≤ x ≤ ۱, (۲)

u(۰, t) =
∫ ۱

۰
α(x)U(x, t) dx+ φ(t),

u(۱, t) =
∫ ۱

۰
β(x)U(x, t)dx+ ψ(x), ۰ < t ≤ T. (۳)

با (۱) معادله ي براي کرانک-نیکلسون و اویلر فشرده متناهی تفاضل روش هاي پایان نامه، این در

روش هاي همگرایی و پایداري همچنین گیرند. می قرار بررسی مورد ،(۲)-(۳) شده داده شرایط

مرتبه ي و پایداري مثال، چند روي بر روش ها این بکارگیري با سرانجام می شوند. بررسی شده ارائه

کرد. خواهیم بررسی عددي نظر از نیز را دقت

مطالعه مورد [۹] مرجع در (غیرمحلی) غیرموضعی شرایط داراي زمان به وابسته سهموي مسائل

گرفته اند. قرار بررسی مورد نیز [۲۳,۱۷,۸,۶] مراجع در مسائل این به علاوه گرفته اند، قرار

و بررسی مورد [۷,۱] مراجع در غیرموضعی شرایط با دیفرانسیلی مسائل انواع بودن حل قابل

گرفته اند. قرار مطالعه

غیرمحلی، مرزي شرایط با PDEهاي حل براي متعددي عددي روش هاي اخیر، دهه هاي در

عددي حل با رابطه در اندکی مطالعات تنها وجود این با گرفته اند. قرار مطالعه و استفاده مورد

۳



با تقریب براي را خطا تخمین مثال، براي است. شده انجام غیرمحلی، اولیه ي شرایط با PDEهاي

دست به [۱۱] مرجع در خطی سهموي معادله ي حل براي نیمه گسسته محدود المان هاي روش 

اولیه ي شرایط با سهموي مسائل جواب هاي براي تکراري، محدود المان روش تقریب آورده اند.

سهموي معادله ي عددي حل براي است. گرفته قرار مطالعه مورد [۱۲] مرجع در محلی غیر

مورد [۱۹,۱۴] مراجع در تکراري متناهی تفاضل روش هاي غیرمحلی، اولیه ي شرط با غیرخطی

متناهی تفاضل روش هاي [۲۲,۱۸] مراجع در همچنین گرفته اند. قرار تحلیل و تجزیه و استفاده

براي است. رفته به کار غیرمحلی، گسسته ي اولیه ي شرایط با بعدي یک گرماي معادله ي براي

است. شده داده پیشنهاد [۲] مرجع در چندجمله اي ها اساس بر هم مکانی، روش  مساله، این حل

است. شده بررسی متناهی، تفاضل روش هاي انواع همگرایی و پایداري ،[۱۴] مرجع در

فصل در سپس است. شده آورده نیازها پیش و اولیه تعاریف اول فصل در ابتدا پایان نامه این در

گرفته قرار بررسی مورد آنها پایداري ود همگرایی و شده معرفی متناهی تفاضل روش هاي دوم

شده آورده فشرده کرانک-نیکلسون و فشرده پسرو اویلر تفاضلی روش دو سوم فصل در است.

از نیز آنها دقت مرتبه و پایداري مثال، دو بروي روش دو این بکارگیري با چهارم فصل در و است

است. شده بررسی عددي نظر

۴
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Abstract
In this thesis, two methods of Compact Backword Euler Difference

Scheme and Crank-Nicolson are presented for approximating the one-

dimensional heat equation with non-local initial condition.

As on result, we examine the stability characteristics of the introduced

numerical methods. Same examples where the results of the numerical

stability conditions are examined are given.

Keywords: Boundary condition, Compact difference schemes, Conver-

gence, Heat equation, Non-local Initial condition, Numerical stability.
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